5. Секвенциальная теория распределений 

Мне кажется, что допущение о существовании таких объектов столь же законно, как и допущение о существовании физических объектов, и что имеется не меньше оснований верить в их существование. 

Курт ГЁДЕЛЬ

Столкнувшись с серьезными трудностями при выполнении предельного перехода в процессе вывода уравнений математической физики, мы обратились к принципу Коши – мощному средству практического обоснования сходимости. Обнаружив нарушение принципа Коши в неполных пространствах, мы овладели способом их пополнения, восходящим к определению действительных чисел по схеме Кантора. Прежде, чем воспользоваться этим аппаратом для построения математических моделей, желательно проверить его эффективность в других задачах. 

Как уже отмечалось, в основе обобщенного подхода в математической физике лежит теория обобщенных функций или распределений. Согласно определению Шварца обобщенные функции понимаются как линейные непрерывные функционалы, действующие на множестве бесконечно дифференцируемых функций. Для этих объектов несложно определить операции сложения, умножения на число и обобщенного дифференцирования, чем в значительной степени обусловлено их широкое применение в линейных задачах математической физики. Другой вариант теории обобщенных функций базируется на принципе Коши и рассмотренном ранее методе пополнения пространства, причем роль рациональных чисел из схемы Кантора играют бесконечно дифференцируемые функции, в то время как действительным числам соответствуют обобщенные функции. Получаемая в итоге секвенциальная теория распределений Микусинского, сохраняя важнейшие свойства обобщенных функций линейной теории Шварца, допускает и нелинейные процедуры. 

Получаемые результаты не только иллюстрируют эффективность применения секвенциального подхода, но и закладывают основы для установления в дальнейшем связи между секвенциальным состоянием системы и его обобщенным состоянием. 

5.1. Распределения Шварца

Вспомним стандартное определение обобщенной функции, принадлежащее Шварцу. Пусть задано некоторое открытое множество ( в n-мерном евклидовом пространстве 
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. Носителем XE "носитель"  непрерывной функции u, определенной на (, называется наименьшее замкнутое подмножество К из ( такое, что вне К функция u равна нулю (см. рис. 5.1). Таким образом, носитель – это замыкание всех таких точек из области (, где данная функция отлична от нуля. 
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Рис. 5.1. Носитель функции.

Рассматривается множество бесконечно дифференцируемых на ( функций, обладающих замкнутыми и ограниченными (т.е. компактными) носителями. Для объектов этого класса определены естественные операции сложения и умножения на число, состоящие в поточечном выполнении этих операций. Тем самым указанное множество приобретает структуру линейного пространства XE "пространство:линейное" . Последовательность его элементов {(k} будем считать сходящейся к нулю (функции, тождественно равной нулю) тогда и только тогда, когда существует такое компактное множество К из (, что носители всех функций (k принадлежат К, а последовательности всех производных любого порядка от (k сходятся к нулю равномерно на К (скорость сходимости не зависит от выбранной точки множества К). Сходимость последовательности {(k} к произвольной (бесконечно дифференцируемой) функции ( будет означать сходимость последовательности разностей {(k – (} к нулю. 

Введенной сходимости соответствует топология, относительно которой операции над бесконечно дифференцируемыми функциями оказываются непрерывными, т.е. пределы суммы элементов последовательности и произведения элемента последовательности на число будут равны, соответственно, сумме пределов и произведению предела на данное число. Получаемое в результате линейное топологическое пространство XE "пространство:линейное топологическое"  обозначается через D((). Оно оказывается не метризуемым, т.е. сходимость здесь не может быть, в принципе, описана с помощью какой-либо метрики. Однако имеет смысл топологическая сходимость, характеризуемая описанным выше способом и согласованная с определением 3.1'''.
Определение 5.1. Распределениями XE "распределение"  или обобщенными функциями Шварца XE "функция:обобщенная, Шварца"  на ( называются элементы пространства D'((), сопряженного к D((), т.е. множества всех линейных непрерывных функционалов на D(().
Значение линейного непрерывного функционала (т.е. распределения) u на функции ( класса D(()  обозначается через < u, ( >. Если функция ( является локально интегрируемой XE "функция:локально интегрируемая"  на ( (т.е. интегрируемой на любом компактном множестве), то она определяет распределение u( с помощью соотношения
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Действительно, для любой функции ( выражение в правой части последнего равенства является числом, т.е. мы имеем дело с функционалом. В силу линейности операции интегрирования он оказывается линейным. Наконец, в случае сходимости последовательности бесконечно дифференцируемых функций сходится и соответствующая ей последовательность интегралов указанного вида, а значит, введенный функционал u( будет непрерывным. Таким образом, он подпадает под определение 5.1, а следовательно, является обобщенной функцией.  

Отметим, что любые две локально интегрируемые функции, совпадающие почти всюду на ( (т.е. равные всюду, за исключением, быть может, множества нулевой меры), задают одно и то же распределение. В теории интегрирования функции, совпадающие почти всюду, принято отождествлять. Они соответствуют одной и той же измеримой функции. В частности, любой объект пространства функций, интегрируемых по Лебегу с какой-либо степенью, вообще определен с точностью до множества нулевой меры. Таким образом,  между множеством локально интегрируемых функций типа ( и семейством определяемых ими распределений u( устанавливается взаимно однозначное соответствие. Более того, любой алгебраической или топологической процедуре над локальной интегрируемыми функциями соответствует аналогичная процедура над ассоциированными с ними распределениями. Это означает, что с точностью до изоморфизма (взаимно однозначного отображения, сохраняющего все существенные свойства) любую локально интегрируемую функцию можно считать распределением. Определенные таким образом обобщенные функции называются  регулярными.

Следует иметь в виду, что далеко не всякое распределение регулярно. В частности, для произвольной точки ((( можно задать объект (( в соответствии с условием


[image: image4.wmf],() ().

D

x

dllxl

="ÎW


Очевидно, мы вновь имеем дело с функционалом (любой функции ставится в соответствие ее значение в конкретной точке), который оказывается линейным и непрерывным. Тем самым мы убеждаемся, что рассмотренная ранее (-функция XE "(-функция" , сосредоточенная в точке (, относится к классу распределений. Очевидно, она не ассоциируется с какой-либо локально интегрируемой функцией (и даже с неинтегрируемой функцией). Подобные объекты называются сингулярными XE "распределение:сингулярное"  распределениями. Мы можем, однако, единообразия ради, использовать формальную запись
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Таким образом, для любой обобщенной функции u имеет смысл  формальное интегральное представление
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На множестве распределений естественным образом вводятся операции сложения и умножения на произвольное число а  в соответствии с соотношениями
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Тем самым множество D'(() приобретает структуру линейного пространства. На нем может быть определена топология со следующим типом сходимости. Последовательность {uk} сходится к распределению u, в том и только в том случае, когда числовая последовательность {< uk, ( >}    сходится к величине  < u, ( >     для любого  ((D(() . Получаемое в результате линейное топологическое пространство также не метризуемо, что, впрочем, никак не препятствует его широкому практическому применению.

Одной из наиболее важных особенностей пространства распределений является возможность корректного определения на нем производных любого порядка. Рассмотрим дифференциальный оператор
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где  х1 , … , хn – координаты в области (, ( = ((1 ,…, (n) , | ( | = (1 +…+ (n, (1 ,…, (n – неотрицательные целые числа. 

Определение 5.2. Обобщенной производной XE "производная:обобщенная"  порядка ( распределения u называется распределение D (u, характеризуемое соотношением  
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Это определение согласуется с введенной ранее обобщенной производной первого порядка. Оно действительно характеризует некоторое распределение, поскольку каждой бесконечно дифференцируемой функции  здесь сопоставляется конкретное число – значение линейного непрерывного функционала u (с точностью до знака) на бесконечно дифференцируемой функции D(. Соответствующее отображение оказывается линейным и непрерывным, так как подобными свойствами обладают распределение u и классический оператор дифференцирования D(. Таким образом, обобщенная производная любого порядка оказывается линейным непрерывным оператором на множестве распределений. 

Теперь можно строго определить пространство Соболева XE "пространство:Соболева"  
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 функций, интегрируемых по Лебегу со степенью р в области ( вместе со всеми своими обобщенными производными порядка ( при |(| ( m. При  р = 2 получаем пространство Соболева  Нm((), относящиеся к классу гильбертовых пространств. Для уравнений математической второго порядка чаще всего используется пространство Н1((), подпространством которого служит рассмотренное ранее множество 
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 функций, интегрируемых с квадратом вместе со своими первыми (обобщенными) производными и обращающихся в нуль на границе рассматриваемой области. Его норма характеризуется равенством
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Тем самым обобщенные решения задач математической физики напрямую связаны с распределениями.
Итак, на множестве обобщенных функций достаточно просто определяются операции сложения, умножения на число и дифференцирования произвольного порядка, непрерывные в смысле определенной ранее топологии. Это предопределило широкое применение обобщенных функций при исследовании линейных уравнений в частных производных. Однако при переходе к нелинейным уравнениям возникают серьезные трудности, поскольку возможность перемножения обобщенных функций, понимаемых как линейные непрерывные функционалы, далеко не очевидна. Эти вопросы в определенной степени решаются с помощью альтернативной теории распределений, основанной на секвенциальном подходе. 

5.2. Распределения Микусинского

Для построения множества обобщенных функций наряду с описанной ранее методикой можно воспользоваться техникой пополнения пространства. Пусть вновь задана открытая область ( в n-мерном евклидовом пространстве 
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 и соответствующее пространство бесконечно дифференцируемых функций D((). Оно не является метрическим, вследствие чего прямое использование приведенной ранее теоремой о пополнении не представляется возможным. Однако в данном случае (как и в любом линейном топологическом пространстве) сохраняется возможность оценить взаимную близость произвольных двух его элементов, что является признаком равномерного пространства. При этом сохраняется естественный смысл понятия фундаментальной последовательности, что позволяет надеяться на возможность успешного применения аппарата пополнения.

Последовательность {uk} элементов множества D(() будем называть фундаментальной, если для любого компактного множества К из ( существует такой порядок ( и функции {(k}  из D((), что справедливо равенство D ((k = uk на К, а последовательность {(k} сходится равномерно XE "сходимость:равномерная"  на К. Последнее свойство предполагает, что значение функции (k в произвольной точке множества К сходится к соответствующему пределу, причем скорость сходимости не зависит от выбранной точки. Если последовательность {uk} является фундаментальной, то таковой будет и последовательность ее производных {Duk}  любого порядка . Действительно, выбирая порядок ( +, установим, что D(k = Duk на К, причем последовательность {(k} сходится равномерно на К. 

Отметим, что порядок ( в определении фундаментальной последовательности можно заменить на любой порядок , не ниже (, т.е. такой, что для всех соответствующих компонент векторов ( и  выполнены неравенства  (i ( i. Действительно, рассмотрим функцию
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где х0 – произвольная точка множества К, а интеграл берется по переменной у1 от точки х01 до х1 (первые компоненты векторов х0 и х соответственно) 1 – (1  раз, по переменной у2 от точки х02 до х2 (вторые компоненты векторов х0 и х) 2 – (2 раз и т.д. Очевидно, справедливо равенство (k = D((k, причем последовательность {(k} сходится равномерно на К. Учитывая, что D(k = uk, заключаем, что в определении фундаментальности порядок ( можно заменить на больший порядок .
На множестве F всех фундаментальных последовательностей рассматриваемого типа введем отношение (, считая условие {uk}({vk}   выполненным, если для любого компактного множества К из ( существует такой порядок ( и функции {(k}  и {(k} из D(() , что  D ((k = uk, D ((k = vk  на К, а последовательность  разностей  {(k –  (k}  стремится к нулю равномерно на К. Определенное таким образом отношение ( является эквивалентностью на множестве D(().

Определение 5.3. Распределениями XE "распределение"  или обобщенными функциями Микусинского XE "функция:обобщенная, Микусинского"  на ( назовем элементы фактор-множества М(() = F/(.

Согласно Микусинскому обобщенная функция представляет собой класс эквивалентности фундаментальных последовательностей бесконечно дифференцируемых функций. Здесь имеется несомненная аналогия с определением действительного числа по Кантору и с приведенной ранее теоремой о пополнении. В принципе, эта теорема остается в силе для любого линейного топологического пространства и даже равномерного пространства общего вида. Надо лишь иметь в виду, что в общем случае язык последовательностей может уже оказаться не достаточным, и для построения пополнения потребуется применять конструкцию фильтров или направленностей. Однако подобные исследования лежат за пределами обсуждаемых нами проблем. 

Рассмотрим произвольную последовательность бесконечно дифференцируемых функций {uk}, сходящуюся к некоторой бесконечно дифференцируемой функции u. Согласно приведенному ранее определению существует такое компактное множество К из (, что носители всех функций uk принадлежат К, а последовательности всех производных любого порядка от uk сходятся к соответствующим производным функции u равномерно на К. Тогда, выбирая в качестве {(k}  саму последовательность {uk} и полагая ( = 0, заключаем, что рассматриваемая последовательность является фундаментальной, а значит, согласно определению 5.3 задает некоторое распределение u'. Отметим, что любая другая последовательность из D((), сходящаяся к тому же пределу u, оказывается эквивалентной {uk}, а следовательно, определяет то же самое распределение u'. Таким образом, любой бесконечно дифференцируемой функции u соответствует семейство всевозможных сходящихся к ней последовательностей из D((), однозначно задающее распределение Микусинского u'. Среди этих последовательностей непременно присутствует и стационарная последовательность, определяемая элементом u. Зададим оператор  А :  D (()     (  М((), полагая  А u = u' (см. рис. 5.2).
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Рис. 5.2. Множество D(() изоморфно подмножеству М((). 

Любой элемент u' из образа множества D(() при действии оператора А определяется сходящимися к одному и тому же пределу последовательностями бесконечно дифференцируемых функций. В их число непременно входит единственная стационарная последовательность. Тогда по заданному элементу u' из указанного образа можно однозначно восстановить некоторую бесконечно дифференцируемую функцию u, определяющую указанную стационарную последовательность. Тем самым устанавливается взаимно однозначное соответствие между множеством D(() и семейством обобщенных функций Микусинского, определяемых сходящимися последовательностями из D(() (см. рис. 5.2). Таким образом, любую бесконечно дифференцируемую функцию u можно отождествить с соответствующим распределением u' подобно тому, как любое рациональное число отождествляется с действительным числом Кантора, определяемым рациональными последовательностями, сходящимися к этому числу.

Убедимся, что не всякое распределение Микусинского ассоциируется с какой-либо бесконечно дифференцируемой функцией. Рассмотрим некоторую последовательность неотрицательных чисел {(k}, сходящуюся к нулю, и произвольную точку (((. Зададим последовательность функций {(k} класса D((), неотрицательных при  | х – ( | < (k , равных нулю во всех остальных точках и таких, что 
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Можно показать, что такая последовательность {(k} является фундаментальной (см. рис. 5.3), а значит, в соответствии с определением 5.3 определяет некоторую обобщенную функцию (см. рис. 5.2).
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Рис. 5.3. Последовательность {(k}.
Отметим, что для любой бесконечно дифференцируемой функции  в силу теоремы о среднем справедливо соотношение 
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Здесь точка (k отстоит от ( не далее, чем на (k. Переходя к пределу при k(( с учетом свойств последовательности {(k}, установим соотношение
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Естественно, не существует бесконечно дифференцируемой функции 
(и вообще, функции, хотя бы и не дифференцируемой), которая отлична от нуля лишь в сколь угодно малой окрестности данной точки, притом, что интеграл от нее равен единице. Тем самым убеждаемся, что пространство D(() не является полным, коль скоро в нем нашлась расходящаяся фундаментальная последовательность. Отметим, что определяемая последовательностью {(k} обобщенная функция Микусинского есть не что иное, как уже хорошо известная нам (-функция, сосредоточенная в точке (. Итак, к числу обобщенных функций Микусинского относятся не только регулярные объекты, но и сингулярные обобщенные функции в смысле Шварца. 
По аналогии с результатами приведенной ранее теоремы о пополнении можно показать, что образ множества D(()  при действии определенного ранее оператора А является плотным множеством в пространстве М((), а значит, любое распределение может быть получено как предел (в смысле топологического пространства распределений) последовательности бесконечно дифференцируемых функций. При этом пространство М(() будет по построению полным, т.е. любая фундаментальная последовательность на нем сходится в указанном ранее смысле. Оно оказывается тем самым пополнением рассматриваемого пространства бесконечно дифференцируемых функций D((). 

Можно показать, что множества обобщенных функций в смысле Шварца и Микусинского являются изоморфными в том смысле, что любому распределению Шварца может быть поставлено конкретное распределение Микусинского. Более того, любой результат теории Шварца имеет свою интерпретацию в теории Микусинского. 

Распространим, в частности, на обобщенные функции Микусинского важнейшие свойства пространства бесконечно дифференцируемых функций подобно тому, как на действительные числа были перенесены ранее основные характеристики рациональных чисел. Для произвольных элементов u и v множества М(() выбираем некоторые представители {uk} и {vk} соответственно. В силу их фундаментальности для любого компактного множества К из ( существуют такие порядки ( и , а также равномерно сходящиеся на К последовательности, что функции uk и vk равны соответствующим производным элементов этих последовательностей. Ранее отмечалось, что порядок производных в определении фундаментальных последовательностей может быть произвольным образом повышен. Определим порядок  такой, что каждая его компонента равна максимуму соответствующих компонент векторов ( и . Следовательно, существуют такие функции {(k} и {(k} из D((), что справедливы равенства D(k = uk и D(k = vk. Тогда будет справедливо равенство  D (k + (k) = (uk + vk), причем последовательность {(k + (k} сходится равномерно на К. Таким образом, последовательность сумм {uk + vk}  является фундаментальной на D(() . В соответствии с определением 5.3 она определяет некоторую обобщенную функцию, которая называется суммой u + v и не зависит от выбора представителей слагаемых. 

Аналогично, произведением а u числа а на распределение u назовем обобщенную функцию, определяемую представителем {аuk}, где {uk} – произвольный представитель обобщенной функции u. Наконец, под секвенциальной производной порядка ( распределения u понимается обобщенная функция, характеризуемая представителем {D(uk}. Отметим, что операции сложения, умножения на скаляр и дифференцирования для обобщенных функций Шварца и Микусинского обладает совершенно одинаковыми свойствами.

Определим сходимость (а значит, и топологию) в классе М((). Пусть задана последовательность обобщенных функций {un}, а {unk} есть фундаментальная последовательность бесконечно дифференцируемых функций, определяющая распределение un. Будем говорить, что последовательность {un} сходится к нулевому элементу линейного пространства М((), если существует такое компактное множество К, что носители всех функций unk принадлежат К, для любого n при k(( имеет место сходимость unk ( 0 равномерно на К. Сходимость un ( u в М(() означает, что последовательность разностей {un – u} сходится к нулю. Множество М(() с соответствующей топологией и операциями является линейным топологическим пространством. Это означает, что алгебраические операции в нем непрерывны. Отметим, что полученная топология оказывается не метризуемой, что, впрочем, не является серьезным препятствием для последующего анализа. 

Итак, распределения Микусинского сохраняют все важнейшие свойства распределений Шварца (см. рис. 5.4). Наличие  естественной связи между двумя интерпретациями обобщенных функций позволит в дальнейшем установить связь между различными формами решений задач математической физики. 

Отметим явную аналогию с теорией действительных чисел, где также имеется несколько равнозначных интерпретаций. Хотя класс эквивалентных фундаментальных последовательностей рациональных чисел – это совсем не сечение множества рациональных чисел, любому действию над действительными числами Кантора соответствует совершенно аналогичное действие над действительными числами Дедекинда, понимаемыми именно как сечения. Поскольку математика оперирует не с реальными объектами, а с их свойствами, два изоморфных (т.е. обладающих одинаковыми свойствами) объекта здесь не различаются. В этой связи обобщенные функции Шварца и Микусинского могут быть отождествлены подобно действительным числам Кантора и Дедекинда. Вследствие этого для семейства обобщенных функций Микусинского также используется обозначение D '(() . 
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Рис. 5.4. Изоморфизм классов обобщенных функций Шварца и Микусинского.

Отметим, однако, определенные преимущества секвенциального подхода в теории распределений. Для практической работы с обобщенными функциями этот подход оказывается предпочтительней. Если, к примеру, необходимо реализовать на компьютере -функцию, то едва ли что-то может дать возможность ее представления в виде линейного непрерывного функционала на множестве бесконечно дифференцируемых функций. В то же время ее интерпретация как предела последовательности бесконечно дифференцируемых функций позволяет аппроксимировать этот объект с любой степенью точности гладкими функциями (см. рис. 5.3), допускающих непосредственное вычисление. Это обстоятельство в значительной степени предопределит конструктивность определяемых в дальнейшем секвенциальных моделей физических процессов. Аналогично для практической работы с иррациональными числами (типа ( или (2) предпочтительнее оказывается интерпретация Кантора, позволящая сколь угодно точно аппроксимировать их рациональными числами. Еще одно несомненное преимущество секвенциального подхода связано с проблемой перемножения обобщенных функций, практически не решаемой в рамках теории Шварца, но допускающей определенное решение по схеме Микусинского.

5.3. Умножение распределений

Для применения теории распределений в нелинейных системах желательно определить на множестве распределений нелинейные процедуры, в частности, ввести умножение обобщенных функций. К сожалению, обобщенные функции Шварца являются изначально линейными объектами, вследствие чего принцип их перемножения далеко не очевиден. Действительно, приведенное ранее определение обобщенных функций связано с процедурой интегрирования. Однако произведение интегрируемых функций далеко не всегда интегрируемо. Операция интегрирования по своей природе аддитивна, но не мультипликативна, что создает серьезные препятствия на пути интерпретации произведения обобщенных функций как линейного непрерывного функционала. 

Принципиальные трудности, которые возникают на пути определения умножения обобщенных функций, можно проиллюстрировать примером, принадлежащим Шварцу. Рассмотрим открытую одномерную область (, включающую в себя нуль. В этой области зададим три обобщенные функции u, v и w в соответствии с равенствами

u(х) = 1/х,  v(х) = х,  w(х) = ((х),  

где ( – есть (-функция, сосредоточенная в нуле. Поскольку u имеет особенность в нуле, она также понимается как обобщенная функция, совпадающая с обычной функцией 1/х вне произвольной окрестности нуля.

Предположим, что на множестве D'(() каким-либо образом введена операция умножения. По-видимому, в результате перемножения объектов u и v должна получиться функция, тождественно равная единице. Тогда справедливо равенство (u ( v) ( w  =  ( . С другой стороны, произведение  v (w удовлетворяет соотношению
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Таким образом, заключаем, что v (w  =  0, т.е. это произведение представляет собой нулевой элемент пространства D'((). Отсюда следует равенство u ( ( v ( w)  = 0.

Итак, справедливо соотношение

(u ( v) ( w   (    u ( (v ( w),

согласно которому умножение обобщенных функций не может быть ассоциативной операцией. Полученный результат говорит о наличии чрезвычайно серьезных трудностей на пути определения естественной операции умножения на множестве обобщенных функций. Естественность операции здесь означает, что в том случае, когда мы будем оперировать с регулярными распределениями (т.е. фактически – с обычными функциями), результатом окажется регулярная обобщенная функция, изоморфная естественному произведению соответствующих обычных функций. Приведенный пример свидетельствует о невозможности введения на множестве обобщенных функций ассоциативной операции умножения, согласованной с умножением обычных функций. 

Можно, конечно, добиться "хороших" свойств умножения распределений, отказавшись от его согласования с умножением обычных функций. Однако это уже будет совершенно другая операция в том смысле, что результат ее применения к регулярным обобщенным функциям уже не будет соответствовать естественному произведению обычных функций. Практический смысл подобного "умножения" весьма сомнителен.

Отметим еще одно весьма неприятное последствие отсутствия ассоциативности умножения распределений. Предположим, что на множестве обобщенных функций каким-то образом введено умножение, являющееся непрерывной операцией. Это означает, что из сходимости двух последовательностей распределений следует сходимость соответствующей последовательности их произведений. В силу плотности вложения пространства D(() в D'(() любое распределение может быть получено как предел последовательности бесконечно дифференцируемых функций. 

Рассмотрим теперь последовательности {uk}, {vk} и {wk} класса D((), сходящиеся к распределениям u, v и w соответственно. В силу непрерывности умножения справедливы соотношения
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Таким образом, одна и та же последовательность {ukvkwk} (ассоциативность умножения регулярных функций очевидна) имеет сразу два предела – ( и 0. Это означает, что соответствующее топологическое пространство оказывается заведомо не отделимым XE "пространство:отделимое" . 

Итак, мало того, что на множестве обобщенных функций невозможно ввести ассоциативную операцию умножения, согласованную с естественным умножением обычных функций. Мы убедились в том, что здесь вообще нельзя определить умножение и отделимую топологию так, чтобы эта операция оказалась непрерывной. Подобный факт имеет катастрофические последствия при практическом применении теории обобщенных функций с непрерывным умножением.

Полученные результаты говорят о наличии чрезвычайно серьезных трудностей на пути определения умножения обобщенных функций. Тем не менее, эти трудности можно в определенной степени преодолеть с помощью секвенциальной теории распределений Микусинского.

Рассмотрим два распределения u и v. В соответствии с определением 5.3 они представляют собой некоторые классы эквивалентности фундаментальных последовательностей бесконечно дифференцируемых функций. Пусть последовательности {uk} и {vk} определяют данные распределения. 

Определение 5.4. Если последовательность произведений {ukvk} оказывается фундаментальной, причем соответствующий класс эквивалентности не зависит от выбора представляющих последовательностей, то она определяет некоторую обобщенную функцию, которая и называется произведением XE "произведение:распределений"   u(v  распределений  u  и  v.

К сожалению, далеко не всегда произведение обобщенных функций в указанном смысле существует (это относится, например, к произведению (-функции на себя). В частности, последовательность произведений элементов фундаментальных последовательностей бесконечно дифференцируемых функций не обязательно оказывается фундаментальной. Тем не менее, в то время как схема Шварца, в принципе, не дает разумного способа перемножения распределений, в данном случае такая возможность все-таки сохраняется. При этом способ определения умножения практически не отличается от метода задания других операций. Более того, сохраняется даже возможность разумной интерпретации класса эквивалентности последовательности бесконечно дифференцируемых функций {ukvk} в качестве произведения распределений u и v, хотя получаемый при этом объект принадлежит более широкому пространству, чем D'((). Эти соображения служат дополнительным подтверждением эффективности секвенциального подхода в теории обобщенных функций. 

В принципе, мы уже можем не только дать корректный вывод математической модели физических процессов, но и вывести отсюда обоснование обобщенного и классического подхода в математической физики. Однако было бы желательно сделать один шаг в сторону и обратиться к теории оптимального управления, в которой объекты секвенциальной природы при определенных обстоятельствах понимаются как своего рода решения поставленной задачи. После этого будет психологически легче сделать заключительный шаг и признать в качестве состояния системы некоторый класс эквивалентности специфических последовательностей. 

Выводы
1. Существуют две теории обобщенных функций – Шварца и Микусинского. Распределения Шварца определяются как линейные непрерывные функционалы, а распределения Микусинского – по схеме пополнения.

2. Множества распределений Шварца и Микусинского изоморфны.

3. Согласно схеме Микусинского любая обобщенная функция может быть аппроксимирована гладкими функциями. 
4. Умножение распределений не ассоциативно. Схема Микусинского предоставляет возможность его определения.
5. Связь между распределениями Шварца и Мукусинского позволит в дальнейшем установить  связь между обобщенным и секвенциальным состоянием описываемой системы.
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